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Bienvenidas al Escritorio de Enrique. En este articulo (bastante més tedrico que
otros) vamos a tratar un tema muy relacionado con mi anterior post Congruencias. Las
matematicas de la semana: la divisibilidad de nimeros enteros, y como tema central
se estudiard el Algoritmo de Euclides (aunque realmente es anterior a Euclides) como
herramienta de divisiéon de niimeros enteros.

Dado un numero entero a, decimos que un entero d es divisor de a, o divide a a si
existe otro entero b tal que a = bd, y se escribe d|a. Por ejemplo, un divisor de 12 es
6, porque 12 = 2 - 6, pues hemos encontrado un entero (2). Llamamos méximo comin
divisor de dos enteros a, b, al mayor divisor de entre todos los divisores comunes a a y
b, v se denota por mcd(a, b). Por ejemplo, med(24, 18) = 6. Los divisores de 24 son
1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 (y sus respectivos negativos), y los de 18 son 1, 2, 3, 6, 9, 18 (y
sus respectivos negativos). Los divisores comunes a ambos son 1, 2, 3, 6 (y sus respectivos
negativos), y el mayor de todos ellos es 6, por lo que es el maximo comin divisor.

Una forma de encontrar med(a, b) es calcular “a mano” todos los divisores, como en el
parrafo anterior, y quedarnos con el mayor de los comunes a ambos, pero es un método muy
largo y trabajoso (hay que pensar siempre en grande, cuando tenemos niimeros enormes).
Euclides en sus Elementos expuso un algoritmo para calcular el maximo comun divisor
basado en la formula que ya comenté en el articulo que he enlazado en la introduccion
de dividendo = divisor - cociente + resto. Antes de explicarlo, vamos a realizar unas
observaciones.

1. Sid|aby med(d, a) = 1, entonces d|b. Ademas, si d|a, entonces d|ab, para cualquier
entero b. Por ejemplo, como 5|5, 5 divide a cualquier multiplo de 5 (5k, Vk € Z).

El maximo comun divisor de dos niimeros es tinico. Esto quiere decir que no hay dos
maximo comun divisor diferentes. En mateméaticas nada se deja a la imaginacion,
todo exige demostracién; al fin y al cabo, a priori nada nos garantiza que esto tenga
por qué ser asi. La prueba es un argumento por reduccién al absurdo suponiendo
que existe otro maximo comun divisor. Veamoslo. Sea d méximo comun divisor de



a y de b (ninguno de ellos es 0), y sea ¢ otro maximo comun divisor. Como d es
maximo comun divisor de a y b, y como c es, en particular, divisor de ellos, también
tiene que dividir a su maximo comun divisor d. Por tanto, como lo divide es porque
es, como mucho, tan grande como él: ¢ < d. Por otra parte, podemos hacer el
mismo argumento cambiando los papeles de ¢ y d, obteniendo que d < ¢. De las dos
desigualdades obtenemos que ¢ = d. Esto constituye un absurdo, porque habiamos
supuesto que eran distintos, asi que concluimos que no lo son.

2. Otra observacion que debemos hacer es que, si a = b+ cy d|a, d|b, entonces d|c. La
razon es que si d|a, d|b, existen dos niimeros ki, ko tales que a = dky, b = dky. Si
pasamos b al otro lado de la desigualdad restando, sustituimos a y b por sus nuevas
expresiones y sacamos factor comun d, nos queda que

a—b:dkl—dk2:d<k1—k2):d

Como k; — ko es un nimero entero k, concluimos que ¢ = dk. De esta forma, hemos
encontrado un entero k que hace que al multiplicarlo por d nos dé c. Por tanto, d|c.

3. Esta tltima observacién se puede generalizar al caso en que a = bm+c y d|a, d|bm.
Asi que, si dividimos a entre b, con la férmula

dividendo = divisor - cociente + resto

denotando por ¢ al cociente y r al resto, la formula es a = bc + r. Por lo que hemos
descubierto hasta ahora, como d = mced(a, b), en particular es un divisor de ambos,
es decir, d|a, d|b (luego d|bc). De esta forma, d|r.

En matematicas no hay una definicién precisa de algoritmo, pero se podria definir como
un proceso que, dados unos datos de entrada y realizando unas operaciones sistematicas,
se devuelven unos resultados de salida. El algoritmo de Euclides recibe como datos de
entrada los enteros que se dividen a, b y devuelve como salida el maximo comun divisor.
La clave de todo, que luego vamos a entender, es que med(a, b) = med(b, 7). Veamos la
forma del algoritmo:

Supongamos que a > b (si no, intercambiamos los papeles de a y b). El primer paso
consiste en hacer la division de a entre b y escribirla en forma de a = bc+ r, pero vamos a
llamar al cociente c; y al resto ;. Recordemos que el resto es siempre mayor o igual que
0 y menor que el divisor.

El siguiente paso es ver si el resto es 0. Si lo es, entonces a = bcy y b seria med(a, b)
(porque b seria divisor de a y no hay mayor divisor de b que b). Si r; # 0, dividimos b
entre r; v lo escribimos como b = rico + 3. Este proceso se repite hasta encontrar un
r, = 0, y el maximo comin divisor serd r,_;. Vedmoslo bien escrito (suponiendo a > b):

a=bc, +1r (0§T1<b)

b=rico+ 19 (0 <1y <r1y)

T = T9C3 + T3 (0§7”3<T2)



Tp—3 = I'm—2Cn—1 + Tn_1 (0 é Th—g < rn—l)'
Tn—2 =Tp-1Cy (Tn - 0)

Para comprobar que este algoritmo es correcto hay que comprobar dos cosas: que va a
terminar en algiin momento y que r,_; = med(a, b). Pero antes vamos a ver un ejemplo.

Veamos quién es med(36, 174). Tal y como estan dispuestos los ntimeros, 36 jugaria
el papel de a y 174 el de b, pero como 36 < 174, vamos a cambiar el orden, es decir, vamos
a encontrar el med(174, 36) (que, obviamente, es igual).

174 =36 -4+ 30 (¢, = 4, ry = 30).

Como 1 # 0,
36=30-146(co =1, ry =6).

Como ry # 0,
30=6-5(c3 =5, r3=0).

r3 = 0, luego
med (36, 174) = med(174, 36) = ry = 6.

La justificacion de la terminacion del algoritmo radica en que cada ;47 < r; y en que
todos los r; > 0. Por lo que en cada iteracién del algoritmo los restos se van haciendo
cada vez mas pequenos, hasta que no les queda otra que anularse.

Ver que 7,_; = mcd(a, b) es un pelin mas costoso. Por una parte hay que demostrar
que r,_1 es divisor de a y b, y por otra hay que demostrar que si ¢ es otro divisor comun
de a y b, entonces es mas pequeno que 7,_1.

Para ver que 7,1 es divisor de a y b, comencemos por el final del algoritmo.
Tn_2 = Th_1Cn. Esto, junto con el hecho de que 7,1 < 7,_9, implica que r,,_1|r,_».
Ahora vamos al paso justo anterior del algoritmo sabiendo que 7,_1|r, 2.

Tpne3 = Tpn-29Cn_1 + rp—1. Como r,_; divide a ambos sumandos del lado derecho de la
férmula, existe k; € Z tal que r,_3 = r,_1k;. Por tanto, r,_1|r,_3.

Si repetimos este proceso de abajo hacia arriba del algoritmo, en el primer paso del
algoritmo tendriamos que 7,_; divide a r; y a b, luego divide a a. En conclusion: es
divisor comin de a y b.

Ahora, si suponemos que d es otro divisor comin de a y b, por el primer paso del algoritmo,
también va a ser divisor de 1. En el segundo paso del algoritmo obtenemos que d es divisor
de 7o (por serlo de b y r1). Reiterando el argumento hasta llegar al pentltimo paso,
obtendriamos que d es divisor de r,_1, lo que implica que d < r,_1 y r,_1 = med(a, b).

Como colofén para las mas tedricas vamos a demostrar el Teorema Fundamental de la
Aritmética, que dice que todo niimero entero se descompone como producto de niimeros
primos (de manera tinica). Por ejemplo, 12 = 22-3 (el primo 2 aparece elevado al cuadrado
porque se estd multiplicando dos veces, luego no deja de ser un producto de nimeros



primos). La demostracion es por induccion sobre el nimero.
Sin =2, 2 yaes un nimero primo.

Sea n > 2. Si n es primo, ya habriamos terminado, porque la descomposicién es ese
mismo nimero. Si no es primo, entonces tiene algin divisor primo p de forma que n = kp.
Por hipotesis de induccion, como k < n, k se descompone en producto de niimeros primos,

k = pipz---pi, luego n = pipy - - - pip.

Como véis, el algoritmo de Euclides es muy 1til para calcular de forma eficiente el maximo
comun divisor. Espero que os haya gustado. Si es asi, dejadmelo en los comentarios. jHasta
la proximal



